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2モー ドモデルを用いたマグノン系のカオス制御
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 Controlling chaos in magnon (spin-wave) systems i investigated from the numerical simulations. 
The model describing two interacting magnon modes that accounts for the "subsidiary-resonance" 
results atisfactorily is used. Chaotic oscillations of this system are controlled by the introduction 
of a time delay feedback term. The meaning of feedback in real system is the additional static 
magnetic field. With increasing feedback gain, chaotic oscillations are controlled to periodic 
oscillations. At higher feedback gain, however, intermittency and stochastic resonance appeared, 
which were in good agreements to the experimental results by parametric pumping.
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1.は じめに
強磁性共 鳴(ferromagneticresonance:略してFMR)
は実験条 件を精 度よ くコ ン トロール できる ことか ら,
カオスの研究 において注 目されてきた:最 近,FMR
実験 を通 して,カ オス制御の立場か らマグノン系 の
研究 が盛 んに行 われている.マ グノン系 にお けるカ
オス制御 はYIG球状試料 を用いたFMR実 験が1991
年に報告 されている[1].それはマグノ ン系 のパ ラメ
ーターに時間依存 な微 小変動 量を与 える ことによ り,
カオス状態 か ら周期状態 へ制御す るマグノン系での
最初 のカオス制御実験 である.こ の実験で用 い られ
ているカ オス制御 の方法 は一般的 にス トレンジア ト
ラクター(strangeattractor)軌道 の近傍で は無数の不
安定周期軌道 に埋 め込 まれて いる事実 に基づ いた も
ので ある.Ott,Grebogi,andYorke(OGY)[2]によ って
示 された ように,相 関す るパ ラメー ター に小 さな擾
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乱 を与え ることで,ス トレンジア トラクター軌道 を
ある不安 定軌道 に安 定化 させ るこ と(カオス状態か
ら周期状態 に)ができ る.1994年,Rezendeetal.は
マイ クロ波磁場 と独 立 した微 小な磁 場変 調 をFMR
静磁場 に加える ことでカオス制御の実験 を行 った.
磁場変調の フィー ドバ ック利得 を変え る ことによっ
て,マ グノン系の 自励発振(self-oscillation)はカ オ
スか ら周期 に制御す る ことができた[3].さらに,彼
らはマグ ノン系の2モ ー ドモデル を用 い,OGY法制
御のFMR実 験を計算機 シミュ レー ションにて再現
した.彼 らの シミュ レー ションの結果は実験結果 と
見 事に一致 している.
1992年,Pyragas[4]はOGY法と別のカオス制御す
る方 法を提案 した.そ れ は時間遅 れ フィー ドバ ック
法(timedelayfeedbackmethod)である.時 間遅れ項
が あるた め に無 限次 元 の方程 式 になpて しま う.
OGY法 は比較的 よ く理 論的な解 明がな され ている
ことに対 し,時 間遅れ フィー ドバ ック法 の理論的な
解 明はそれ ほど進 んで いない.し か し,OGY法 によ
るカオス制御 は複雑 なシステムを必要 とす ることと
比べ,時 間遅れ フィー ドバ ック法 は簡単 に実験 シス
テム を構築で きるとい う特徴 か ら,実 験 系では脚光
を浴びた.
マ グノン系 のFMR実 験では,MinoとWigenは,
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時間遅れフィー ドバ ック法を用いたカオス制御に成
功 している(以 下はM.P実験[5]と略する).彼らは
ダイオー ド検波器か ら出たFMR出 力信号を時間遅
延回路 と増幅器とのユニットに遅延させ,そ れをバ
イアス磁場としてFMR静磁場に加えることにより,
マグノン系のカオス制御を試みた.M-P実験ではフ
ィー ドバック利得を増や してやると,マ グノン系の
カオス的な自励発振は周期状態を経て,再 びカオス
状態へ戻っていくプロセスが発見された.
しかし,時 間遅れフィー ドバ ック法の理論的な解
明が遅れていることから,マグノン系不安定性のモ
デルを用いた時間遅れフィー ドバ ック法の数値 シミ
ュレー ションはまだ行われてお らず,M-P実験のよ
うな実験は理論的なサポー トが欠けている.こ の空
白を埋めるために,本報告はマグノン系の典型的な
モデルである2モ ー ドモデルを使い,時 間遅れフィ
ー ドバ ック法の数値シミュレーションを行った.こ
こでは,い くつの計算結果を実験結果と比べながら
報告する.
2.モ デル
マ グノン系 のカオスは2モ ー ドモデルで シミュ レ
ー トす る ことが できる.これ は,FMR実 験で高周波
磁 場 によ って励起 されたキ ッテル(Kittle)モー ドは
波 数kとk'の 二 つのマ グノンモー ド対 に生成 され,
二 つのモー ド問に相 互作用が働き合 うよ うなマ グノ
ン系の不安定性 と想 定 したモデルで ある.2モ ー ド
モデルは副吸収共 鳴(subsidiary-resonance)が発 生す
る3マ グノン散乱 によって実 現される.マ グノンモ
ー ド微 視的相互作用(S理 論)に 基 づ くマ グノンモ
デル のハ ミル トンニ アンは 海昌1とおいた単位 系で,
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(1)
と表 わ され る.こ こで,C!)pは励起周波 数,ω 鳶はk
モー ドマ グノンの周波数,A`とAは 空洞 共振器 内の
フォ トンの生成消滅演算子,bikとbkは波数kの マ グ
ノンの生成消滅演算子で ある.Fは マイ クロ波強度,
$kはフォ トンとkマ グ ノンとの結合定数で ある.第
一項 は空洞共振器内 フォ トンのエネルギー,第 二項
はマグ ノンの もつエ ネル ギー,第 三項 は一つの フォ
トンが 消滅 して波数茸 のマグ ノン対が生成 され る
励起過程 およびその逆過程で ある.H;。tはS理論 に
よ るマグ ノン間の相互作用 のハ ミル トンニア ンであ
る.こ こでH;。tとして考 える過程 は二 つのマグ ノン
が消滅,ま た二つのマ グノンが生成 され る過程 であ
る.マ グノ ン相互 作用の 中で,対 称性 の高い散乱過
程だけを取 り入れ,エネルギー縮退 している云 と茸'
モー ドの散乱過程に限定 し
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(2)
で表せ る相互作用 を中心 に考 える.こ こでTとSは
相互作用 の強 さを表わす 定数であ る.Hintを分解 し
て,式(1)の第2,3,4項 を書き 出す と
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になる.T項 は蛍 モー ドと蛍'モー ド間のエネルギ
ーシフ トを,S項は他モー ドが致 モー ドを励起する
効果を表わしている.図1に,2モ ー ドモデルの各
モー ド問の相互作用を模式的に示 してある.S理 論
では,こ のS項 による内部励起 とマイクロは励起 と
の間の位相のずれにより,蝕モー ドの増加が非線形
的に抑圧されるとしている.
各演算子を古典複素変数と考えて,現象論的に減
衰項を導入すると運動方程式は下のようにかける.
dA
dt・朋 ・器 ・ 肇+脇 一磯
(4)
第一の式はフォ トンの運動方程式,第 二の式はkモ
ー ドマグノンの方程式である.r,rkはそれぞれフ
ォトンとマグノンの減衰定数である.自励発振の周
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図13マ グノン散乱の模式図.実線はモー ド間
の相互作用,横 点線はエネルギー準位を表す.
波 数 は 通 常,周 波 数 ωpよ り4～10桁 小 さ い ので,ω
Pの成 分 を除 くた め に新 し い変 数A,Ck(A=Aexp(-
iωpt),bk=ckexp(-iωpt/2))を式(4 に導 入 す る と,
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が得 られ る.但 し,本 シミュレーシ ョンは副吸収 が
発生する3マ グノン散乱 を想定 したため,△ ω々=
ω鳶一ωP/2であ る・空洞共振器内(Q値 はあま り大
きくない場合)の フォ トンAは マグノ ンcに 断熱追
従する として,dA/dt=0より,Aは
A=-T(F+1Σ8猷)(7)
とな り,さ ら にCg=-Ck,-yr=Q,-i!(2r)=Eと
お いて,式(7)を 式(6)に代 入 す る と,最 終 的 に はk
モ ー ドの マ グ ノ ンCkに つ い て の運 動方 程 式
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を得 る[6].こでFは 外 部のマイクロ波 の大 きさを
表 すパ ラ メーターである.式(8)に散乱 に関与す るモ
ー ドの数だけの連立方程式を立て,マ グノ ン系カ オ
スの2モ ー ドモデルの数値計算する ことになる.
一方 ,マ グ ノン系の時間遅 れ フィー ドバ ック法 の
カオスコ ン トロールはM-P実験 の条件 よ り,出力信
号を時間遅 延回路 とに遅 らせ,こ のバ イアス磁場 を
FMR静磁場 に加 えな けれ ばな らな い.つ ま り,非制
御の式(8)の右辺第二 項 に時 間遅 延のバイ アス磁場
の項を加 える と,
Owt=cvk‐wp/2+ybFI(t)(9)
になる.こ こで,時 間遅 延のバイ アス磁場 狙(t)は
狙 ② ・K図('τ)一%、(10)
である.し か し,Kは フィー ドバ ック利得,レ(t-r)
は時間遅延 され た信号,吃 は出力電圧 の直流成分で
ある.式(9),(10)を式(8)に代入 して整理す ると,
マグノン系 の時 間遅れ フィー ドバ ック法 のカオス コ
ン トロール の式 にな る.数値 シミュ レー シ ョン中に,
このバイ アス磁場 の最大値 を静磁場大 きさの数千分
の一 に固定 し,フ ィー ドバ ック利得Kを 増や した時
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の自励発振の変化を調べた.
3.数 値 シミュレー シ ョン
まず,時 間遅れ フィー ドバ ック制御項 のないオ リ
ジナルなマ グノン系のカ オス ダイナ ミクスを調 べて
い こう.式(8)に散乱 に関与す るモー ドの数 だけの連
立方程式 を立て(2モ ー ドであるため,一 つ のモー
ドにつ き実部 と虚部 の方程式二個存在 し,合 計四個
の方程式か らな る方程式組),各パ ラメーターの値は
$kl=O.2iX106,gk2=U,r=1.OX108,T11=-0.5×10"8,
T12=T21=2.OX10-8,T22=2.5×10"8,S11=-0.5×10"8,
S12=S21=4.5×10"8,S22=2.5×10-8,0w1=4w2=0
(sec1),rk2=2rkl=0.2×105として,4次 のRunge-
Kutta法を用 いて数値 シミュ レー シ ョンを行 った.
Runge-Kutta法での時間ステ ップhは,h=0.01で行
った.シ ミュ レー シ ョンでは,初 期 値の影響 によ る
最初の数百 ステ ップを過 渡現 象 として捨 て,そ の後
のデータ点 を以下 の解析 に用 いた.
マグ ノン系はマイク ロ波の大 きさFの 値 をコン ト
ロールパ ラメーター とする.Fを 変え る ことによっ
て,式(8)の 解 が変化 してい く.図2に,十 分 に時
間が経過 し初期値の影 響がな くな った後 の位相空 間
での解 軌道(解Cgの実 部 と虚 部よ り構築)を 示 して
いる.Fを 増大 させて いくと,ア トラクターが点 ア
トラクターか ら リミッ トサイ クル,2周 期解軌道,4
周期解軌道へ変わ って いき,解 軌道 は周期倍加 され
た後 にカオス のス トレンジア トラクター になる こと
がわかる.
図3に はFの 値 を変 えることによって,相 空間で
の解軌道の分岐の一部 を示 して いる.図3の 横軸 は
コン トロールパ ラメー ターFの 値,縦 軸 は解Cgの実
数部の極大値(図3のRe(Ckpeak))である.分 岐 図
で は,'Fをいろいろな値 に固定 して調べて みると,
解が周期Tの 時 は1点(F=2.218付近),解 が周期
2Tの時 は2点(F=2.22付近),解が周期4Tの 時 は
4点(F=2.226付近),カ オスの時 は多数 の点(F=
2.2335付近)と して現れ る.図3の ように,マ グノ
ン系の運動は周期運動(周 期T)→ 周期運動(周 期
Tお よび周期2Tの 運動 の混合)→周期運 動(周期T,
周期2Tお よび周期4Tの 運動の混合)と 変化す る.
解分岐が繰 りかえ されて最終的 にカオ スになる.こ
れ は,フ ァイゲ ンバ ウム(Faigenbaum)のシナ リオ
と呼ばれるカオスへの道筋で ある.こ のシナ リオは
マ グノン系のカオス に関するパ ラメ トリック実験 に
よ ってよ く見つか られて いるシナ リオで ある(77,[8].
今回のシ ミュ レー ションが実験の結果 を裏付 ける結
果 となっている.
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次 に,時 間遅れ フィー ドバ ック制御 項のある場合
に,マグノン系のダイ ナ ミクスを詳 しく見てい こう.
マ グノジ系 のよ うな 自律系の場合,周 期 ア トラクタ
ー に制御す る時は,時 間遅延 τをカオス 出力信号 の
平 均 周期 と等 しい値 を とるよ うに報 告 されて い る
[9].カ オス的な振動で あるので厳密的 には周期 を定
義できないが,こ こで は一 回の振動 に要 した時 間を ・
周期 τとす ると,τ=85で ある ことがわかる.図2
か らわかるよ うに,F=2.2335の時 に解 がカオス解
であ るので,こ のカ オス解 の時系列 のある時刻 か ら
時間遅れ フィー ドバ ックをいれて,解 の状態 を変 え
ること("カ オス制御")を してみた.図4に は,①
時間t=1000からtimedelayfeedback制御(ブ イー ド
バ ック利得K=22)を オ ンに した とき に得 られた時
系列,②0<t<1000の制御項がない場合(オリジナ
ルな2モ ー ドモデルマ グノン系カオス)の時系列お
よび ア トラクター,③3300<t<4500の制御項が あ
る場合(timedelayfeedback制御 されて いる2モ ー ド
モデルマ グ ノン系カオス)の時 系列 および ア トラク
ターを示 して いる.制御 され る前 のカオス状態か ら,
ひ
制御されたあ との2周 期解状態 にな った様子がわか
る.
次 に,F,τ,tを 固定 し,フ ィー ドバ ック利得K
のみ を変化 させて,カ オス制御 された解軌道 の変化
見て いこう.＼図5に,F=2.2335,τ=85,t=iOOO
か らカオス制御 はオ ンに した時系列 の中か ら,カ オ
ス制御 されて いる部分 の時系列 よ り構 築された諸ア
トラクター を示す.Kの 大 きさを増や してい くと,
マ グノン系が周期解軌道(K=3,5周 期解 軌道;K=
5,4周期解軌道)を 経て,一 旦カオス解 軌道(K=7)
に回復 した後,再 び周期解 軌道(K=9,8周 期解 軌
道;K=11,4周 期解軌道;K=22,2周 期解軌道;
K=30,単周期解軌道)に な り,そ してK=43,固
定点(安 定点)に 収束 して しまう.
K=43で は系が固定点 に収束 して い くことが 図5
よ りわ かったが,更 にKを 大 き く上げてい くと,制
御 され た時 系列は周期,準 周期,間 欠性カオス,確
率共 鳴 とい うよ うに再び 自励発振が"復 活"し た こ
とが今 回のシ ミュ レー ションによ って発見 された.
そ の結果 は図6に 示す と,K=750,周期;K=.823,準
周期;K=830,間欠性 カオス;K=1500,確率共鳴の
ように時系列 の変化 が見 られる.更 に,K>1600で
は,解 が発 散 して しまう(図 な し).マグノン系カオ
ス の間欠性 と準周期 の 自励発 振について,実 験系で
はBeckeretal.[10]は間欠性現 象を,察 ら[ll]は準周期
現象 を報告 している.今 回のシ ミュ レー ションの結
果 はそれ らの実験 め結果 との類似 性が見 られる.特
に,準 周期 に関 しては察 らの実験 結果 および今回の
シ ミュレー シ ョンの結果 によってつ くられた ア トラ
クター を調べ ると,図7の ア トラクター とパ ワース
ペ ク トルか ら,二 つ のア トラクターは ともに トー ラ
ス(tom忌)構造 をもつ ことがよ くわか る.
フィー ドバ ック利 得Kを 大 きく してい くときに,
マイ クロ波強度Fと 解Ckの実 数部最大値 の相 図は図
8で ある.図8(b)～(j)では,Fの 増大す る方 向 に
い くつ の固定点 に制御 される"空白な"領域 がある.
また,Kが 大 き くなってい くと,解 が ほ とん ど固定
点 に収束す る傾向が見 られ る.
図9は 時間遅れ制御項 のパ ラメー ターKとFMR
のマイク ロ波パワーの強 さを表すパ ラメーターFに
関す る相 図である.
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図4F=2.2335,τ=85,K=22,t=1000
か らカオス制御 はオ ンに した場合の時系列,
及び ア トラクター である.制 御 前のカオス状
態か ら,制 御あ との2周 期状態 になって いた
様子がわか る.
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図5F=2.2335,z=85,t=1000からtimedelayfeedback制御 はオ ンに した時系列 の中か ら,カ
オス制御 されて いる部分 の時系列よ り構 築 された諸ア トラクター.Kの 大 きさを増や してい くと,
マ グノン系が一旦多周期 状態 を経て,.カオス状態 に回復 した後,再 び周期状態 にな り,最 終 的に
固定点 に収束 して しま う.(a)K=0,制御 な し,カ オス軌道,(b)K=3,5周期解 軌道,(c)K=5,
4周期解軌道,(d)K=7,カオス軌 道,(e>K=9,8周期解 軌道,(f)K=11,4周期解 軌道,(g)
K=22,2周期解 軌道,(h)K=30,単周期解軌道,(i)K=43,固定点 に収束 した.一
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図6Kを 増や して い く時 のtimedelayfeedback制御 さ れ た 時 系 列 の 変化.(a)K=750,周 期,
(b)K=823,準周 期,(c)K=830,間 欠 性 カ オ ス,(d)K=1500,確 率 共 鳴.
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図7timedelayfeedback制御 の数値 シミュレー ション(図6(b)の時系列)より構築 された諸 ア トラクター(a)とそ
れのパ ワ7ス ペク トル(c).薬ら(ref.[11】)によって報告 されたFMR実 験 にお けζ準周期 自励 発振のア トラク
ター(b)とそ れのパワースペ ク トル(d).図よ り,二 つのア トラクターは共 に トー ラス構造 をもっている ことが
わかる.
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図8フ ィ ー ドバ ッ ク利 得Kを 大 き く して い くと き に,マイ ク ロ波 強 度Fと 解Ckの 実 数 部 最 大 値 の相 図.
(a)K=0,(b)K=3,(c)K=5,(d)K=7,(e)K=9,(f)K=il,(g)K=13,(h)K=22,(i)K=30,
(」)K=43.
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図9マ イ ク ロ波強度 パ ラメーターFと フィー ドバ ック利得Kに 関す るF-K相 図.
4.ま とめ
マグノン系の2モ ー ドモデルを用いて,マ グノン
系のカオスダイナミクスがシミュレーションを行っ
た.マイクロ波強度の項Fの 値を増大 していくと,
マグノン系のパラメ トリック励起実験でよく観測さ
れるファイゲ ンバウムのシナ リオを今回のシミュレ
ーションによって再現することができた.M-P実験
の条件に沿って,2モ ー ドモデルの運動方程式 に
timedelayfeedback制御項を入れることによって,フ
ィー ドバック利得パラメーターKを コン トロールパ
ラメーターとしてカオス制御を行った.Kの 値を大
きくしていくと,マ グノン系のダイナミクスは変化
が見られた:カ オス制御前のカオス状態から周期状
態を経てカオス状態に一旦戻ってから再び周期状態
にな り,K=43の付近か らは解軌道が安定点に収束
していく.このプロセスの前半部分,す なわち"カ
オス制御前のカオス状態→周期状態→カオス状態に
一旦戻る"というダイナミクスの変化はM.P実験で
得 られた結果と一致している.
M。P実験では,実験条件(時 間遅れブイー ドバツ
ク回路)の制約でフィー ドバ ック利得Kを 一定の大
きさまであげられたが,更 に大きなKで 発生する
timedelayfeedback制御については報告されていな
い.そ こでわれわれはシミュレーションの利点をい
かして,大きなフィー ドバ ック利得Kを マグノン系
に与えるときにおきるマグノン系カオスのダイナミ
クスを調べることができた.フ ィー ドバック利得K
を更に大きく増やす時,K=43の付近から固定点に
収束 していく解軌道がK=750で周期,K=823で準
周期,K=830で間欠性カオス,K=1500で確率共鳴
となっていることがわかった.こ の"固定点か らの
復活"と いうプロセスは今回のシミュレーションに
よって発見 したもので,マ グノン系カオスのカオス
コン トロールの諸実験にはまだ似た結果が見つかっ
ていない(実験手法の改良によってシミュレーショ
ンと一致する結果を得 られるのは期待できる).
マグノン系のカオスの実験では,準 周期及び間欠
性についての研究がある.例えば,察 らによって報
告されたFMR実 験で見つかったマグノン系の準周
期的な自励発振は トーラス構造をもっている,それ
が今回のシミュレーションによって得 られたアトラ
クターの トー ラス構造と類似 している(図7).また,
本シミュレーションでは,時間遅れ制御項のパラメ
ーターKとマイクロ波パワーの強さ、Fの相図は得た
(図9).
最後に,も う一度カオス制御の基礎的な考え方を
思い出す と,カオス制御の方法は一般的にス トレン
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ジア トラクター(strangeattractor)軌道の近傍では無
数の不安定周期軌道に埋 め込まれている事実に基づ
いたものである.OGY法や時間遅れフィー ドバ ック
法は,基 本的にオリジナルな系に小さな擾乱(フ ィ
ー ドバック)を 与えることによ り,ス トレンジア ト
ラクター軌道 をある不安定周期軌道に安定化するこ
と(カオス状態から周期状態に)である.し か し,こ
のカオス制御の方法では,"小さな擾乱"はどの程度
でよいのが明確にわかっていない.つ まり,擾乱の
強さを表すパラメーターを十分大きくなっていくと,
フィー ドバック項の効果が顕著になってきて,オ リ
ジナルな系に大きな影響を与える.そ れゆえ,系 の
ダイナミクスは根本から変えられてしまう.そ うす
ると,も ともとカオスを安定化するために提案 され
たカオス制御法は,擾乱の強さが大きくなることで,
オリジナルな系とは別の系になってしまい,逆 に安
定化できなくなる恐れが出て くる(図5,図6).カ
オス制御の研究はまだ始まったばかりであるため,
いろいろな問題が抱えているが,今 後,実 験及び数
値シミュレーションの両面か らより詳 しい解析を行
っていきたい.、
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